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理论基础

设D = |aij |n×n, 则

D =
∑

j1,j2,··· ,jn

(−1)τ(j1,j2,··· ,jn)a1j1a2j2 · · · anjn .

从表达式来看, 行列式D是其元素的连续函数. 这是一个不起

眼的事实, 但我们却可利用这个事实论证很多结论.

矩矩矩阵阵阵列列列的的的收收收敛敛敛性性性

设{Ak} =
{
(a

(k)
ij )

m×n

}
为一个m× n阶的矩阵列, 如果存

在一个m× n 阶矩阵A = (aij), 使得

lim
k→∞

a
(k)
ij = aij , i = 1, 2, · · · ,m, j = 1, 2, · · · , n,

则称矩阵列{Ak}收敛.
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理论基础

矩矩矩阵阵阵列列列收收收敛敛敛的的的加加加减减减乘乘乘法法法则则则

容易验证, 矩阵列收敛也有相应的加法,减法,乘法法则,

即设{Ak} , {Bk}为m× n阶收敛的矩阵列, {Ck}为n× l阶收

敛的矩阵列, 则

lim
k→∞

(Ak ±Bk) = lim
k→∞

Ak ± lim
k→∞

Bk,

lim
k→∞

(AkCk) = lim
k→∞

Ak lim
k→∞

Ck.

矩阵没有除法的概念, 但却有逆的概念. 为了验证求逆运

算具有连续性, 我们先要建立伴随运算的连续性.
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伴伴伴随随随运运运算算算的的的连连连续续续性性性

设A为n阶矩阵, A∗ = (Aji), 而Aj,i是A的元素的连续函

数, 因此, φ(A) = A∗为连续映射, 故(A∗)∗ = φ (φ(A))也是连

续映射, 其意思是对任意矩阵列Ak, 只要 lim
k→∞

Ak = A, 则

lim
k→∞

A∗
k = A∗, lim

k→∞
(A∗

k)
∗ = (A∗)∗.

由此就得到求逆运算的连续性.

求求求逆逆逆运运运算算算的的的连连连续续续性性性

设可逆矩阵列{Ak}收敛于可逆矩阵A, 则

lim
k→∞

A−1
k = lim

k→∞

A∗
k

|Ak|
=

A∗

|A|
= A−1.
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任何一个数总可以用一个非零的数列来逼近. 我们类似

地建立如下核心的结论:

核核核心心心结结结论论论

设A为数域P上的n阶矩阵, 则存在P上的n阶可逆矩阵

列{Ak}, 使得 lim
k→∞

Ak = A.

证证证明明明:

若A为可逆矩阵, 取Ak = A即可.

若A为幂零矩阵, 取Ak = A+ En
k , 则{Ak}为数域P上

的n阶可逆矩阵列, 使得 lim
k→∞

Ak = A.
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证证证明明明:

若A既不是可逆矩阵, 也不是幂零矩阵, 则其既有零特征

值, 也有非零特征值. 设非零特征值的模中最小的一个为c, 任

取P上正常数N > 1
c − 1, 取Ak = A+ En

k+N , 则{Ak}为数

域P上的n阶可逆矩阵列, 使得 lim
k→∞

Ak = A.�

为了便于把行列式对元素的连续性应用行列式的计算,

我们再建立如下简单的结论:

设行列式D为x1, x2, · · · , xk的连续函数, 且存在连续函

数g(x1, x2, · · · , xk), 使得xj ̸= x
(0)
j , j = 1, 2, · · · , k时,

D = g(x1, x2, · · · , xk)成立, 则D = g(x1, x2, · · · , xk)恒成立.
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证证证明明明:

任取g(x1, x2, · · · , xk), 都存在数列
{
x
(l)
j

}
, 使

得x
(l)
j ̸= x

(0)
j , 且

lim
l→∞

x
(l)
j = xj , j = 1, 2, · · · , k,

故

D(x1, x2, · · · , xk) = lim
l→∞

D(x
(l)
1 , x

(l)
2 , · · · , x(l)k )

= lim
l→∞

g(x
(l)
1 , x

(l)
2 , · · · , x(l)k ) = g(x1, x2, · · · , xk)

.�

我将用分析的方法来解决代数问题的办法称为分分分析析析手手手段段段.

上面论述建立了分析手段的理论基础. 以下进行一些简单应

用.
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应应应用用用1 计计计算算算行行行列列列式式式

例例例1. 计算行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 b1 b2 · · · bn
c1 a1
c2 a2
...

. . .
cn an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解解解答答答:

若a1a2 · · · an ̸= 0, 则

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 − b1

a1
c1 − b2

a2
c2 − · · · − bn

an
cn

c1 a1
c2 a2
...

. . .
cn an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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= (a0 −
b1
a1

c1 −
b2
a2

c2 − · · · − bn
an

cn)a1a2 · · · an

= a0a1a2 · · · an −
n∑

i=1

a1 · · · ai−1biciai+1 · · · an.

最后一式是a1, a2, · · · , an的连续函数, 而D也

是a1, a2, · · · , an的连续函数, 故

D = a0a1a2 · · · an −
n∑

i=1

a1 · · · ai−1biciai+1 · · · an

恒成立.�.
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应用举例

应应应用用用2 证证证明明明行行行列列列式式式相相相关关关性性性质质质

例例例2. 设A,B,C,D为n阶矩阵, AC = CA,

令G =

(
A B
C D

)
. 证明:

|G| = |AD − CB| .

证证证明明明:
若A可逆, 则

|G| =
∣∣∣∣ A B
C D

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣( En 0
−CA−1 En

)(
A B
C D

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ A B
0 D − CA−1B

∣∣∣∣ = |A|
∣∣D − CA−1B

∣∣
=
∣∣A(D − CA−1B)

∣∣ = ∣∣AD −ACA−1B
∣∣

=
∣∣AD − CAA−1B

∣∣ = |AD − CB|
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对于一般情形, 取可逆矩阵列Ak = A+ E
k+N , 其中, N为

充分大的正常数, 使得Ak总是可逆的, 且AkC = CAk,

lim
k→∞

Ak = A, 故

|G| =

∣∣∣∣∣∣ A B

C D

∣∣∣∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣∣∣∣ Ak B

C D

∣∣∣∣∣∣
= lim

k→∞
|AkD − CB| = |AD − CB|

.�
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应应应用用用3. 伴伴伴随随随矩矩矩阵阵阵相相相关关关问问问题题题

例例例3 设A为n > 1阶行列式, 证明|A∗| = |A|n−1.

证证证明明明:

若A可逆, 则A∗ = |A|A−1, 故|A∗| = |A|n
|A| = |A|n−1.

对于一般的情形, 取可逆矩阵列{Ak}, 使得 lim
k→∞

Ak = A,

则 lim
k→∞

A∗
k = A∗, 故

|A∗| = lim
k→∞

|A∗
k| = lim

k→∞
|Ak|n−1 = |A|n−1.�
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应用举例

应应应用用用4 伴伴伴随随随还还还原原原阵阵阵问问问题题题

伴伴伴随随随还还还原原原阵阵阵定定定义义义

设A,B为n > 1阶矩阵, 若A = B∗, 则称B为A的一个伴伴伴

随随随还还还原原原阵阵阵.

并非任何矩阵都有伴随还原阵. 设B为n > 1阶矩阵, 则

r(B∗) =


n, r(B) = n

1, r(B) = n− 1

0, r(B) < n− 1

因此, 若A有伴随还原阵,则其秩只能是0, 1, n中的一个.
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若A的秩为n或0, 则其伴随还原阵都好求. 以下只假

设r(A) = 1. 我们来给出其一个简捷易算的伴随还原阵.

r(A) = 1, 因此, 存在n维非零列向量u, v, 使得A = uvT .

取B = a+ buvT , 其中, a ̸= 0, a+ bvTu ̸= 0, 于是, B可逆, 且

其逆为

B−1 =

[
a(En +

b

a
uvT )

]−1

=
1

a
(En −

b
a

1 + b
av

Tu
uvT )

=
1

a
(En − b

a+ bvTu
uvT )

.

故

B∗ = |B|B−1 = an−1(a+ bvTu)
1

a
(En − b

a+ bvTu
uvT )

= an−2
[
(a+ bvTu)En − buvT

] .
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取a = −bvTu,则

B∗ = −an−2buvT = −(−bvTu)n−2buvT

= (−b)n−1(vTu)n−2uvT
.

vTu ̸= 0, 即tr(A) ̸= 0, 取

b = − 1

n−1

√
[tr(A)]n−2

,

a = −bvTu =
tr(A)

n−1

√
[tr(A)]n−2

= n−1
√

tr(A),

B = aEn + buvT = n−1
√

tr(A)En − uvT

n−1

√
[tr(A)]n−2

= n−1
√

tr(A)

[
En − A

tr(A)

]
.
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则A = B∗. 例如, 令A =


1 1 1

1 1 1

1 1 1

, 取

B =
√

tr(A)

[
E3 −

A

tr(A)

]
=


2√
3

− 1√
3

− 1√
3

− 1√
3

2√
3

− 1√
3

− 1√
3

− 1√
3

2√
3

 ,

则A = B∗.
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应用举例

应应应用用用5 矩矩矩阵阵阵特特特征征征值值值性性性质质质

例例例4. (AB与与与BA问问问题题题) 设A,B为n阶矩阵, 则AB与BA有相同

的特征多项式.

证证证明明明:

若A可逆, 则BA = A−1(AB)A ∼ AB, 故

|λEn −AB| = |λEn −BA| .

若A不可逆, 取可逆矩阵列Ak, 使得 lim
k→∞

Ak = A, 故

|λEn −AB| = lim
k→∞

|λEn −AkB|

= lim
k→∞

|λEn −BAk| = |λEn −BA|
.�
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应用举例

由此, |En −AB| = |En −BA|, 故En −AB可逆等价

于En −BA可逆.

我们进一步问: 如果用(En −AB)−1表示(En −BA)−1？

这个问题依然可以用分析手段解决.

若A可逆, 则

En −BA = En −A−1(AB)A = A−1(En −AB)A,

故

(En −BA)−1 = A−1(En −AB)−1A

= A−1(En −AB +AB)(En −AB)−1A

= En +B(En −AB)−1A

.
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若A不可逆, 取可逆矩阵列Ak, 使得 lim
k→∞

Ak = A, 故

(En −BA)−1 = lim
k→∞

(En −BAk)
−1

= lim
k→∞

[
En +B(En −AkB)−1Ak

]
= En +B(En −AB)−1A

.

甚至我们还可以用幂级数进行形式推导:

(En −BA)−1 = En +
∞∑
k=1

(BA)k

= En +B

[ ∞∑
k=1

(AB)k−1

]
A

= En +B(En −AB)−1A

.
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例例例5. (伴伴伴随随随矩矩矩阵阵阵的的的特特特征征征值值值) 设A为n阶矩阵, 特征值

为λ1, λ2, · · · , λn, 求A∗的特征值.

解解解答答答:

若A可逆, 则A∗ = |A|A−1的特征值为

|A|
λj

=
λ1λ2 · · ·λn

λj
= λ1 · · ·λj−1λj+1 · · ·λn, j = 1, 2, · · · , n,

即

|λE −A∗| =
n∏

j=1

(λ− λ1 · · ·λj−1λj+1 · · ·λn).

若A不可逆, 取可逆矩阵列Ak = A+ En
k+N , 其中, N为充

分大的正常数, 使得Ak总是可逆的, 于是, lim
k→∞

Ak = A, 其特

征值为
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λj +
1

k +N
, j = 1, 2, · · · , n

于是,

|λE −A∗| = lim
k→∞

|λE −A∗
k|

= lim
k→∞

n∏
j=1

λ−
n∏

i=1,i ̸=j

(λi +
1

k +N
)


=

n∏
j=1

λ−
n∏

i=1,i ̸=j

λi


.

因此, A∗的特征值为
n∏

i=1,i ̸=j

λi, j = 1, 2, · · · , n.�
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不仅如此, A的特征向量也依然是A∗的特征向量.

事实上, 若A可逆, 任取A的特征值λj , 设x为相应的特征

向量, 则Ax = λjx, 故A−1x = 1
λj
x, 故

A∗x = |A|A−1x =
λ1λ2 · · ·λn

λj
x =

n∏
i=1,i ̸=j

λi · x.

若A不可逆, 取可逆矩阵列Ak = A+ En
k+N , 其中, N为充

分大的正常数, 使得Ak总是可逆的, 于是, lim
k→∞

Ak = A,

x为Ak的特征值λj +
1

k+N对应的特征向量. 因此,

A∗x = lim
k→∞

A∗
kx = lim

k→∞

n∏
i=1,i̸=j

(λi +
1

k +N
)·x =

n∏
i=1,i ̸=j

λi ·x.
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如果A可逆, 则其逆可表为A的多项式. 因此, 若A可逆,

则A∗也可表为A的多项式. 因此, 我们猜测对于一般的n > 1

阶矩阵A, A∗ 也可以表为A的多项式.

例例例6. A为n > 1阶矩阵, 证明:A∗可表为A的多项式.

证证证明明明:

若A可逆, 设

f(λ) = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a2λ

2 + a1λ+ a0

为A 的特征多项式. 其中, an−k = (−1)kbk, k = 1, 2, · · · , n,

bk是A的所有k阶顺序主子式的和.
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由于A可逆, 故a0 = f(0) = |−A| ̸= 0. 由哈密尔顿-凯莱

定理, f(A) = 0, 即

An + an−1A
n−1 + · · ·+ a2A

2 + a1A+ a0En = 0,

即

A(−An−1 + an−1A
n−2 + · · ·+ a2A+ a1En

a0
) = En.

故

A−1 = −An−1 + an−1A
n−2 + · · ·+ a2A+ a1En

a0
.
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应用举例

因此,

A∗ = |A|A−1 = − |A| A
n−1 + an−1A

n−2 + · · ·+ a2A+ a1En

|−A|

= (−1)n−1
(
An−1 + an−1A

n−2 + · · ·+ a2A+ a1En

) .

若A不可逆, 取可逆矩阵列Ak, 使得 lim
k→∞

Ak = A, 设其特

征多项式为

fk(λ) = λn + a
(k)
n−1λ

n−1 + · · ·+ a
(k)
1 λ+ a

(k)
0 ,

其中, a
(k)
n−j = (−1)jb

(k)
j , 其中, b

(k)
j 为Ak的所有j阶顺序主子式

的和. 由于 lim
n→∞

Ak = A, 因此,
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应用举例

lim
k→∞

a
(k)
n−j = (−1)j lim

k→∞
b
(k)
j = (−1)j lim

k→∞
bj = an−j ,

因此,

A∗ = lim
k→∞

A∗
k

= (−1)n−1
(
An−1

k + a
(k)
n−1A

n−2
k + · · ·+ a

(k)
2 Ak + a

(k)
1 En

)
= (−1)n−1

(
An−1 + an−1A

n−2 + · · ·+ a2A+ a1En

) .�
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与二次型有关的最值问题

在高等代数中引入分析的方法解决问题的例子还有很多.

比如, 线性方程组Ax = b的最小二乘解的确定. 同样, 分析中

一些关键问题的解决也常见高等代数的身影, 例如, 隐函数组

的存在性定理, 重积分变量代换, 又如多元函数无条件极值的

确定, 需要判断Hessian矩阵的正(负)定性.

以下用高等代数的Rayleigh商定理来解决一类二次型最

值问题.

Rayleigh商商商定定定理理理 设A为n阶实对称矩阵, 则其Rayleigh商

R(x) =
xTAx

xTx
, 0 ̸= x ∈ Rn

最大最小值分别为

max
0 ̸=x∈Rn

R(x) = λmax(A), min
0̸=x∈Rn

R(x) = λmin(A).
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当且仅当x为A的最大特征值所对应的特征向量, R(x)取得

最大值; 当且仅当x为A的最小特征值所对应的特征向量,

R(x)取得最小值.

由此, 对任意r > 0, xTAx在圆周|x| = r上的最大值

为λmax(A)r
2, 最小值为λmin(A)r

2.

xTAx在圆域BK(0) = {x ∈ Rn ||x| 6 K}的最大值为

max
x∈BK(0)

xTAx = max
r∈[0,K]

max
|x|=r

xTAx = max
r∈[0,K]

λmax(A)r
2

=


λmax(A)K2, λmax(A) > 0

0, λmax(A) < 0

,
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最小值为

min
x∈BK(0)

xTAx = min
r∈[0,K]

min
|x|=r

xTAx = min
r∈[0,K]

λmin(A)r2

=


0, λmin(A) > 0

λmin(A)K
2, λmin(A) < 0

.

例例例7. 求函数f(x, y) = x2 + xy − 2y2在闭区域

D =
{
(x, y) : x2 + 4y2 6 9

}
的最大值与最小值.
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与二次型有关的最值问题

解解解答答答:

取x = u, y = 1
2v, 则区域变为

D∗ =
{
(u, v) : u2 + v2 6 9

}
,

函数化为

f(x, y) = u2 +
1

2
uv − 1

2
v2 = g(u, v).

二次型g(u, v)的矩阵为A =

(
1 1

4
1
4 −1

2

)
, A的特征值

为1 +
√
10

4 > 0, 1−
√
10

4 < 0, 因此,
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max
(x,y)∈D

f(x, y) = max
(u,v)∈D∗

g(u, v) =
9(1 +

√
10)

4
,

min
(x,y)∈D

f(x, y) = min
(u,v)∈D∗

g(u, v) =
9(1−

√
10)

4
.�
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